
综合提高解析
经纬考研

经
纬

考
研

www.jingweimath.com



综合提高练习题解析：（第一部分）

1 下列结论中错误的是 （ ）

(A) 设 lim
n→∞

an = a > 1,则存在M > 1,当 n充分大时， an > M;

(B)  设 a = lim
n→∞

an < lim
n→∞

bn = b,则当 n充分大时， an < bn ;

(C) 设 M ≤ an ≤ N(n = 1,2, . . . . ),若 lim
n→∞

an = a,则，M ≤ a ≤ N ;

(D) 若 lim
n→∞

an = a ≠ 0,则当 n充分大时， an > a −
1

n

解：（解析）对A， 取M =
a+1

2
,则M > 1,令 xn = an −M,

则有 lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(an −M) = a −
a+1

2
=

a−1

2
>0;   由极限的保号性，当 n充分大时有 xn > 0, 即an > M

对B，令 xn = an − bn;

对 C , 令 xn = N− an;则 xn ≥ 0, 由保号性 lim
n→∞

xn ≥ 0,所以 N − an ≥ 0；

对D, 取 an = a −
2

n
; lim
n→∞

an = a ≠ 0, 但显然 a −
2

n
< a −

1

n
; 所以错误。

注：本题对理解保号性很有帮助；数列的保号性，当 n>N 时，an 的符号与极限符号一致，与前 (N) 
有限项无。这也是数列极限定义所隐喻的。
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2, 设{an},{bn},{cn}均为非负数列，

且 lim
n→∞

an = 0, lim
n→∞

bn = 1, lim
n→∞

cn = ∞; 则必有：

A.  an < bn 对任意 n 成立； B.  bn < cn 对任意 n 成立；

C.  极限 lim an
n→∞

cn 不存在； D.  极限 lim bn
n→∞

cn 不存在；

解析：属于考察极限定义与性质的题目。

A, B  选项的“对任意 n 成立” 直接与定义不符；数列极限时当 n 趋于无穷时的趋势，数学语言就是：

存在某个 正整数 N，当 n > N 时的结论，与前有限项的数值变化无关。 C 选项说的时一个无穷小与一

个无穷大的乘积，属于未定型，可能存在，也可能不存在；（很容易举出反例）；只有 D 正确！ D 可

以看成时一个有界极限与无穷之积，因此还是无穷大，或者极限不存在
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3 设数列 {an}与 {bn}满足 lim
n→∞

an bn = 0,则正确的结论是（ ）

(A) 若 {an}发散， {bn}也发散； (B)若{an}无界，则 {bn}也无界；

(C) 若 {an} 有界， 则 {bn} 必为无穷小； (D) 若
1

an
为无穷小，则 bn必为无穷小；

解析： 很容易知道A, B 是错误

(C) {𝑎𝑛} 有界，也可以极限为0，所以不一定要求 {bn} 必为无穷小;

(𝐷) 𝑏𝑛= (𝑎𝑛𝑏𝑛)
1

𝑎𝑛
两个无穷小之积因此 D 正确！

4, lim
x→0

xex−sinx

(1+x)x−1

解：lim
x→0

xex−sinx

(1+x)x−1
= lim

x→0

xex−sinx

exln(1+x)−1
=

= lim
x→0

xex−sinx

xln(1+x)
= lim

x→0

xex−sinx

x2
= (洛必达两次） = 1

注：1，幂指函数求极限的时候尽量利用 𝑒ln( ) 来处理。 2. 及时利用等价代换化简因子式。
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5  lim
x→0

(1+ax2)sinx−1

x3
= 6问 a =?

解：=lim
x→0

𝑒sinx ln(1+ax
2)−1

x3
= lim

x→0

sinx ln(1+ax2)

x3
= = lim

x→0

ax2

x2
= 𝑎 = 6

注：𝑓 x → 0, ef(x)−1等价于 f x ， ln(1 + f x 等价于 f x

6 lim
n→∞

1

n2
[ln

1

n
+ 2ln

2

n
+. . . (n − 1)ln

n−1

n
] =?

解析：属于利用定积分求极限部分，也可以算作定积分（元素法）的应用

简化的定义一般分割为n等份，∆Ai =
1

n
f(

i

n
）

解：= lim
n→∞

1

n

1

n
ln

1

n
+

2

n
ln

2

n
+. . .

n−1

n
ln

n−1

n
= limσi=1

n 1

n
n→∞

(
i

n
ln

i

n
) = 0׬

1
xlnxdx

= 
1

2
[x2lnx|0

1 − 0׬
1
xdx ] = −

1

4
.

注：收敛的瑕积分。
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7：lim
x→0

(cos2x + 2xsinx)x
−4

解： =e
lim
x→0

ln(cos2x+2xsinx)

x4 = e
lim
x→0

ln(1−2sin2x+2xsinx)

x4

= e
lim
x→0

−2sin2x+2xsinx

x4 = e
1

3

or.  lim
x→0

(cos2x + 2xsinx)x
−4
= lim

x→0
(1 − 2sin2x + 2xsinx)x

−4
,

α(x) = −2sin2x + 2xsinx, β(x) = x−4,

A= lim
x→0

α β = lim
x→0

−2sin2x+2xsinx

x4
= lim

x→0

−2sinx +2x

x3
=

1

3
; 

所以： lim
x→0

(cos2x + 2xsinx)x
−4

=e
1

3

8   lim
x→0

0׬
x
[x2−3sin(x−t)2]dt

(ex−1)(1−cosx)3
------(积分上限函数的求导问题）

解：第一步：等价化简:

(ex−1)等价于 x, (1 − cosx)3 等价于
x

8

6

分子中 0׬
x
sin(x − t)2]dt x׬ =

0
sinu2d(−u) = 0׬

x
sinu2du (设 x − t = u)

原式 = lim8.
x→0

x3 −3 0׬
x
sinu2du

x7
= 8 lim

x→0

3x2 −3sinx2

7x6
= 8 lim

x→0

3x2 −3[x2−
1

6
x6]

7x6
=

4

7
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9 求极限 lim
x→∞

[x2ln(1 +
1

x
) − x]

解：（法一：泰勒展开）原式 = lim
x→∞

[x2(
1

x
−

1

2

1

x2
+ o(

1

x2
) − x]

= lim
x→∞

−
1

2

1

x2
+ o(1) = −

1

2

(法二）设
1

x
= y,原式 = lim

x→∞
[
1

y2
ln(1 + y) −

1

y
] = lim

y→0

ln(1+y)−y

y2
= lim

y→0

1

1+y
−1

2y

=lim
y→0

1

1+y

−y

2y
= −

1

2

注：适时利用变量代换

10, 求 y = (2x − 1)e
1

x 的渐近线

解： lim
x→∞

(2x − 1)e
1

x = ∞---- 无水平渐近线；

lim
x→+0+

(2x − 1)e
1

x = −∞ ---- x=0 是垂直渐近线

lim
x→∞

f(x)

x
= lim
x→∞

(2x−1)e
1
x

x
= 2 = k;                

b = lim
x→∞

[(2x − 1)e
1

x - 2x] = lim
x→∞

[2x(e
1

x - 1) −e
1

x ]= lim
x→∞

2x

x
- 1 = 1

斜渐近线：y= 2x + 1
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11 设函数 f (x) = x + a ln(1+ x) + bx sin x ， g(x) = kx3

若 f (x) 与 g(x) 在 x → 0 时是等价无穷小，求a, b，k 的值？

解析：利用泰勒展开，对比对应项即可

𝑓 𝑥 = 𝑥 + 𝑎 𝑥 −
𝑥2

2
+

𝑥3

3
+ 𝑜 𝑥3 + 𝑏𝑥[𝑥 +

𝑥3

6
+ 𝑜 𝑥3 ], 化简，与 g(x) = kx3 比较同类项，

可得：a=-1, b=-
1

2
,  k = -

1

3

12 若极限 lim
x→0

sinx

ex−a
cosx − b = 5,则 a = ___ ,b = ___

解：由于分子极限为零， 则分母极限也必须为零：

lim
x→0

ex − a = 0,可得 a=1;

于是原式等于 lim
x→0

sinx

ex−1
cosx − b =

= lim
x→0

sinx

x
cosx − b =1-b= 5，则 b=-4. 
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13 已知函数 f(x) 满足lim
x→0

1+f x sin2x−1

e3x−1
= 2, 则 lim

x→0
f x =−−−−

解：因为 lim
x→0

e3x − 1 = 0; 所以必须： lim
x→0

1 + f x sin2x − 1 = 0;

即：lim
x→0

f x sin2x = 0;

lim
x→0

1+f x sin2x−1

e3x−1
= lim

x→0

f x sin2x

(e3x−1)( 1+f x sin2x+1)
（非零极限先求出）

=
1

2
lim
x→0

f x sin2x

3x
=

1

3
lim
x→0

f x = 2;      所以答案为 6；

或者利用等价代换： 1 + f x sin2x − 1 =
𝑓 𝑥 𝑠𝑖𝑛2𝑥

2
.
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14 当 x → 0+时，比较下列无穷小量的大小：

a(x) = 0׬
x
cost2dt , b(x) = 0׬

x2
tan tdt, c(x) 0׬=

x
sint3dt

提示：类似积分上限函数无穷小问题，先求导，观察无穷小的阶次；

（也即求导不改变无穷小的关系：）

a’(x) = cosx2,（有界）， b’(x) = 2xtanx --(二阶);  c’(x) =
sinx

3
2

x
---(一阶）

所以 a < c < b 经
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15当x → 0+时，下列无穷小量中最高阶次是 （ ）

(A) 0׬
x
(et

2
− 1)dt (B) 0׬

x
ln(1+)dt (C) 0׬

sinx
sint2dt (𝐃) 0׬

1−cosx
sin3tdt

解： A:et
2
− 1 ~t2, 0׬

x
(et

2
− 1)dt 0׬~

x
t2 dt =

x3

3
;

B: ln(1 + t3）~t
3

2 得 0׬
x
ln(1 + t3)dt ~ 0׬

x
t
3

2 =
2

5
x
5

2;

C:sint2~t2, 0׬
sinx

sint2dt ~ 0׬
x
t2dt =

x3

3

D: 1 − cosx ~
x2

2
0׬ ,

1−cosx
sin3tdt~ 0׬

x2

2 t
3

2dt =
1

10 2
x5

16设 f(x) =
e
1
x−1

e
1
x+1

, 则 x=0 是 f(x)的 第几类间断点？

解： lim
x→0+

f(x) = 1; lim
x→0−

f(x) = −1;

所以是第一类间断点 （跳跃间断点）
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17设函数 f(x) =
ln|x|

x2−1
e

1

x−2 ， 问函数有几个间断点以及其类型？

解：显然， x 趋于0, x 趋于 2 时，函数值都趋向于无穷大，所以都是第二类间断点；

lim
x→−1

ln|x|

x2−1
e

1

x−2 = lim
t→1

lnt

(t −1)(t+1)
e

1

−t−2 =
1

2
e−

1

3 ;----可去间断点；

lim
x→1

ln|x|

x2−1
e

1

x−2 =
1

2
e−1 −−− −可去间断点。

18 设f(x)在 [0,1]上连续，非负，且f(0) = f(1) = 0,求证，存在 §Є[0,1]，使得

f(§+a)=f(a), 其中 0<a<1.

证明：分析：证明类似含有不确定量的等式或者不等式，多数先利用辅助函数

设 F(x) = f(x + a) − f(x), xЄ[0,1-a]， 则有

F(0)=f(a)-f(0)= f(a) ≥0; F(1-a) = f(1) - f(1-a) ≤ 0; 

若上面等号有一个成立，则结论自然成立；否则，由零点定理，必存在 § Є (0,1-a),

使得 F(§) = 0, 即 f(§+a)= f(§).

提示: 介于区间[a,b]之间的点可以表示为: λa +(1-λ)b,, 0 ≤ λ≤ 1.(λ=1/2 时即为中点）

注：闭区间连续函数的性质经常用在证明题里。
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19：若f’(x)在有限区间 I 上有界，则f(x)在 I 上也有界；(导数有界则函数有界）

证：任取区间 I 上一点 x0,则f(x0)有界； f(x)=f(x) − f(x0)+f(x0)

|f(x)| ≤ |f(x) − f(x0)| + |f(x0)| = |f’(§)||x − x0| + |f(x0)| , 

式子的三项都在有限区间 I 上有界，所以f(x)有界。

注：有限区间是必须条件。

20 函数 f (x) 在 x = 1处可导的充分必要条件是( )？

A   lim
h→0

f(1+h）−f(1−h)

h
存在； B  lim

h→0

f(1+ln(1+2h2）−f(1)

eh
2
−1

存在

C lim
h→0

f(2−cosh）−f(1)

h
存在 ； D lim

h→0

f(eh）−f(1)

h
存在

解析：(严格对照定义）： A 不正确，因为 f(1) 可能不存在；

B的分子自变量之差相当于 2h2，为非负变量；

C的分子自变量之差相当于 h2/2； 所以 答案为 D.

知识点：当f(x) 在 x0可导时，可以推出： lim
∆x→0

f(x0+a∆x）−f(x0+b∆x)

∆x
= (a − b)f’(x0),

但反之不一定！（因为f(x) 在 x0有可能没定义）（所以A选项不准确）
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21. f(x) = ൝x
2(1 + sin

1

x
) x ≠ 0

0 x = 0
问 (a) f(x) 在0 点是否连续？ (b) 是否可导？

解：(a) 因为 lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x2(1 + sin
1

x
) =0 = f(0);

所以在 0 点连续！

(b) lim
x→0

f(x)−f(0)

x−0
= lim

x→0

x2(1+sin
1

x
)

x
= 0 ， 所以在 0 点可导。导数为0. 

22 函数 f(x)= sin(x-2)sin(x-4)|(x − 1)(x − 2)2(x − 3)3(x − 4)4| 不可导的个数？

结论：f(x)=g(x)|x-a|，其中 g(x) 在 x = a 处连续， f (x) 在 x = a 处可导的

充分必要条件是 g(a) = 0 .  （自己证明下）
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23  已知f(x)连续，且 lim
x→0

f(x)

x
= 1, g(x) = 0׬

1
f(xt)dt,求证 g’(x) 在x = 0连续

证：lim
x→0

f(x)

x
= 1, ≫≫ f(0) = 0; f’(0) = 1 ---（解析条件）

g(0)=0;  g(x) = 0׬
1
f(xt)dt =

0׬
x
f(u)du

x
(xt = u)---(简化变换）

g’(0) = lim
x→0

g(x)−g(0)

x
= lim

x→0

0׬
x
f(u)du

x2
=lim
x→0

f(x)

2x
=
1

2
;

g’(x) = ቐ

1

2
x = 0

1

x2
[xf(x) − 0׬

x
f(u)du] x ≠ 0

lim
x→0

g’(x)= lim
x→0

1

x2
[xf(x) − 0׬

x
f(u)du] = 1-

1

2
= 

1

2
---（连续的定义）

由此得证 g’(x) 在 0 点连续。
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24, 设函数在区间[-2,2]上可导，且f’(x) > f(x) > 0, 则 （ ）

A 
f(−2)

f(−1)
> 1 ; B

f(0)

f(−1)
> e ; C

f(1)

f(−1)
< e2 ; D

f(2)

f(−1)
< e3

解：法一（辅助函数）：把不等式变形：f’(x) − f(x) > 0; 作辅助函数：F(x) = e−xf(x)

则有 F’(x) = e−xf’(x) − e−xf(x) > 0; 所以 F(x)在[−2,2]上单增；

代入验证：F(−2) < F(−1),即e2f(−2) < ef(−1), A不正确；

F(0) > F(−1) , f(0) > ef(−1), 所以 B正确

法二：变形式子为：
f′ x

f(x)
> 1, [ln f x − x ′ > 0,所以 [ln f x − x 在给的区间上时递增的；

代入 -2， -1， 0 等数值验证即可。

注：由于对函数没有要求，意味着对任意满足条件的函数都成立，所以可以选取特殊的函数试错法验证。
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25 :函数f(x)在[a, +∞)内连续, lim
x→+∞

f(x)存在，证明f(x)在[a, +∞)有界

证明： lim
x→+∞

f(x)存在，可得存在 X>0, 当 x>X 时，有 |f(x)-A|<𝜀 则

将区间 [a, +∞) 分成[a, X],以及 [X, +∞), 在前一个区间，利用闭区间连续函数的有

界性，后一区间 |f(x)| <|A| + ε;  都有界，得证！

26. 求极限： lim
n→∞

(
n

n2+1
+

n

n2+2
+⋯+

n

n2+n
)

解：因为 n
n

n2+1
≤

n

n2+1
+

n

n2+2
+⋯+

n

n2+n
≤ n.

n

n2+n
;

又 lim
n→∞

n2

n2+1
= lim

n→∞

n2

n2+n
= 1 ; 则由夹逼准则，所求极限为 1.
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27 求极限 lim
n→∞

[
sin

π

n

n+1
+

sin
2π

n

n+
1

2

+. . . +
sin

nπ

n

n+
1

n

]

解：
1

n+1
(sin

π

n
+ sin

2π

n
+. . . sin

nπ

n
) ≤

sin
π

n

n+1
+

sin
2π

n

n+
1

2

+. . . +
sin

nπ

n

n+
1

n

≤

≤
1

n+
1

n

(sin
π

n
+ sin

2π

n
+. . . sin

nπ

n
)

lim
n→∞

1

n+1
(sin

π

n
+ sin

2π

n
+. . . sin

nπ

n
) = lim

n→∞

n

n+1

1

n
(sin

π

n
+ sin

2π

n
+. . . sin

nπ

n
) =

= 0׬
1
sinπxdx =

2

π
;

lim
n→∞

1

n+
1

n

(sin
π

n
+ sin

2π

n
+. . . sin

nπ

n
) = lim

n→∞

n2

n2+1

1

n
(sin

π

n
+ sin

2π

n
+. . . sin

nπ

n
) 0׬=

1
sinπxdx =

2

π

由夹逼准则，原极限值为
2

π
。
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28 设 x1 > 0, xn+1 =
xn

2
+

1

xn
; 验证数列 {xn}是否有极限，并求 lim

n→∞
xn

解：有界性： xn+1 =
xn

2
+

1

xn
≥ 2(

xn

2

1

xn
) = 2 （a2+b2≥2ab 这个不等式最常用！）

单调性：xn+1 − xn =
1

xn
−

xn

2
=

2−xn
2

2xn
≤ 0, 所以 数列{xn}单调减少有下界，因此有极限。

对通项式子两边取极限，可得 lim
n→∞

xn= 2。
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29 设 x1 > 0，xn+1 = 3 +
4

xn
， 验证数列{xn}极限是否存在，并求之。

解：解析：记 xn+1 = f(xn),则 f(x) = 3 +
4

x
,

由于 f’(x) = −
1

x2
<0, 所以数列{xn}不是单调数列！（为什么？）不能用单调有界法则。

（记住下面这个方法！）先假定极限存在，由通项式子求出其极限为 4 （说明数列在 4上下波动）

再验证数列的下界：显然 xn+1 = 3 +
4

xn
> 3; 

由 0<|xn+1 − 4| = |3 +
4

xn
− 4|=|

4−xn

xn
|<

1

3
|xn-4|<

1

32
|xn−1-4|<...<

1

3n−1
|x2 − 4|

lim
n→∞

1

3n−1
|x2 − 4| = 0,所以 由夹逼准侧， lim

n→∞
xn = 4

技巧点：设数列{xn}由 x1 = a, xn+1 = f(xn)(n = 1,2. . . ), xn ∈ I所确定，

1) 若函数 f(x) 在 I上单调增，则当x1 ≤ x2时，{xn}也单调增；当x1 ≥ x2时， {xn}单调减；

2)若函数f(x)在 I上单调减，则数列 {xn} 不单调！非单调数列一般要用夹逼准则。
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30 设 𝑥1 = 6, 𝑥𝑛 = 6 + 6 + 6+. . . . 6 , 数列{𝑥𝑛} 是否有极限？并求其极限。

解：首先写出数列的通项式子： 𝑥𝑛+1 = 6 + 𝑥𝑛

(I)  判定是否有界：（利用归纳法，分三步）

1) 已知 𝑥1 = 6 < 3, (为什么选 3？一个小技巧：利用上面的通项式子先求一下极限）

2) 对任给的 k > 1,假设 𝑥𝑘 < 3, （利用这个条件，验证𝑥𝑘+1 < 3;）

3) 𝑥𝑘+1 = 6 + 𝑥𝑘 < 6 + 3 = 3，所以 ,由数学归纳法，𝑥𝑛 <3; 

(ii)  验证单调性：𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 = 6 + 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛=
6+𝑥𝑛−𝑥𝑛

2

6+𝑥𝑛 +𝑥𝑛
=
(2+𝑥𝑛)(3−𝑥𝑛)

6+𝑥𝑛 +𝑥𝑛
>0;

所以 {𝑥𝑛}单调增加， 有上界，因此有极限。

设 lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎; 对通项两边取极限可得 a= 6 + 𝑎 , 求得 a = 3.

经
纬

考
研

www.jingweimath.com



31 设 An =
n

n2+12
+

n

n2+22
+⋯+

n

n2+n2
; 求 lim

n→∞
n (

π

4
−An)

解：An =
1

n
(

1

1+
1

n

2 +
1

1+
2

n

2 +⋯+
1

1+
n

n

2)

π

4
= 0׬

1 1

1+x2
dx = lim

n→∞

1

n
(
1

1
+

1

1+
1

n

2 +⋯+
1

1+
n−1

n

2) （取小区间的左端点）

lim
n→∞

n(
π

4
−An) = lim

n→∞
n[

1

n
(1 −

1

1+
n

n

2)] =
1

2

反向利用定积分定义（元素法）的题目 经
纬
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