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1 验证极限是否存在： l im
𝑥→𝑥0
𝑦→𝑦0

𝑥𝑦2

𝑥2 + 𝑦4；

解：取方式 𝑥 = 𝑘𝑦 2，则有 l im
𝑥→𝑥0
𝑦→𝑦0

𝑥𝑦2

𝑥2 + 𝑦4=
𝑘

𝑘2+1
;

所以极限不存在（因为k不同则值不同）

2 求极限 l im
𝑥→𝑥0
𝑦→𝑦0

𝑥𝑦2𝑠𝑖𝑛𝑥𝑦

𝑥2 +𝑦4

方法1：由于 l im
𝑥→𝑥0
𝑦→𝑦0

𝑠𝑖𝑛𝑥𝑦

𝑥𝑦
=1;   则 l im

𝑥→𝑥0
𝑦→𝑦0

𝑥𝑦2𝑠𝑖𝑛𝑥𝑦

𝑥2 +𝑦4 = l im
𝑥→𝑥0
𝑦→𝑦0

𝑥2𝑦3

𝑥2 +𝑦4;

又 0 ≤ |
𝑥2𝑦3

𝑥2 +𝑦4 | ≤ |𝑦 3 | ,  

夹逼准则： l im
𝑥→𝑥0
𝑦→𝑦0

𝑥𝑦2𝑠𝑖𝑛𝑥𝑦

𝑥2 +𝑦4 = 0 .

方法2：由|
𝑥𝑦2

𝑥2 +𝑦4 | ≤
1

2
有界，而 l im

𝑥→𝑥0
𝑦→𝑦0

𝑠𝑖𝑛𝑥𝑦 = 0, 所以 l im
𝑥→𝑥0
𝑦→𝑦0

𝑥𝑦2𝑠𝑖𝑛𝑥𝑦

𝑥2 +𝑦4 = 0
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3 设 𝑧 = 𝑢2 𝑙𝑛𝑣, 𝑢 =
𝑥

𝑦
, 𝑣 = 3𝑥 − 2𝑦 ,  求

𝜕𝑧

𝜕𝑥
，

𝜕𝑧

𝜕𝑦

解
𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

𝜕𝑧

𝜕u

𝜕u

𝜕x
+

𝜕𝑧

vu

𝜕v

𝜕x
= 2𝑢 ln 𝑣 ⋅

1

𝑦
+ 𝑢2 ⋅

3

𝑣
，

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 2𝑢 ln 𝑣 ⋅ −

𝑥

𝑦2 + 𝑢2 ⋅ −
2

𝑣
，代入 𝑢 =

𝑥

𝑦
，𝑣 = 3𝑥 − 2𝑦

4 设 𝑢 = 𝑓(
𝑥

𝑦
,
𝑦

𝑧
), 求

𝜕𝑢

𝜕𝑥
,  
𝜕𝑢

𝜕𝑦

解 :
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

1

𝑦
𝑓1；

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝑥

𝑦2 𝑓1 +
1

𝑧
𝑓2
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5  已知(𝑎𝑥𝑦 3 − 𝑦 2𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑑𝑥 + (1 + 𝑏𝑦𝑠𝑖𝑛𝑥 + 3𝑥 2𝑦 2)𝑑𝑦 时候某一函数的全微分，求 a , b

解： 解题思路：利用全微分的知识，建立方程求解

由题，必存在函数 𝑓(𝑥 , 𝑦), 使得
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝑎𝑥𝑦 3 − 𝑦 2𝑐𝑜𝑠𝑥 ;

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 1 + 𝑏𝑦𝑠𝑖𝑛𝑥 + 3𝑥 2𝑦 2

又
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 3𝑎𝑥𝑦 2 − 2𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥；

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
= 𝑏𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 + 6𝑥𝑦 2 都连续， 因此

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
可得

3𝑎𝑥𝑦 2 − 2𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑏𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 + 6𝑥𝑦 2 ; 因为

所有 x ,y 都满足，所以必须 3𝑎 = 6, 𝑎 = 2; 𝑏 = −2
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6 设函数 𝑢 = 𝑓(𝑥 , 𝑦 , 𝑧)有连续偏导数， 𝑦 = 𝑦(𝑥), 𝑧 = 𝑧(𝑥) 分别由方程

𝑒 𝑥𝑦 − 𝑦 = 0 和 𝑒 𝑧 − 𝑥𝑧 = 0 所确定， 求
𝑑𝑢

𝑑𝑥

解：
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝜕𝑓

𝜕𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑥
（1）

两个方程分别两边对 x 求导：

𝑒 𝑥𝑦(𝑦 + 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) −

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0； 可得：

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦2

1−𝑥𝑦
;

𝑒 𝑧 𝑑𝑧

𝑑𝑥
− 𝑧 − 𝑥

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 0; 可得

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

𝑧

𝑥𝑧−𝑥
代入（1）式即可经
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7 设由方程组ቊ
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0

𝑥 2 + 𝑦 2 + 𝑧 2 = 1
所确定的函数为 𝑥 = 𝑥(𝑧), 𝑦 = 𝑦(𝑧), 求

𝑑𝑥

𝑑𝑧
和

𝑑𝑦

𝑑𝑧

解：方程组两边对 z 求导：൞

𝑑𝑥

𝑑𝑧
+

𝑑𝑦

𝑑𝑧
+ 1 = 0

2𝑥
𝑑𝑥

𝑑𝑧
+ 2𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑧
+ 2𝑧 = 0

得非齐次线性方程组：

൞

𝑑𝑥

𝑑𝑧
+

𝑑𝑦

𝑑𝑧
= −1

2𝑥
𝑑𝑥

𝑑𝑧
+ 2𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑧
= 2𝑧

解得
𝑑𝑥

𝑑𝑧
=

𝑦−𝑧

𝑥−𝑦
;

𝑑𝑦

𝑑𝑧
=

𝑧−𝑥

𝑥−𝑦
;  经
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8 设函数 f(u) 在 (0, +∞)内具有二阶导数，且 𝑧 = 𝑓( 𝑥 2 + 𝑦 2) 满足等式

𝜕2𝑧

𝜗𝑥2 +
𝜕2𝑧

𝜗𝑦2 = 0, 验证 (1)𝑓’’(𝑢) +
𝑓’(𝑢)

𝑢
= 0; (2)若𝑓(1) = 0, 𝑓’(1) = 1 求𝑓(𝑢)

解： 1) 记 𝑟 = 𝑥 2 + 𝑦 2，𝑧𝑥 = 𝑓 ′ 𝑟
𝑥

𝑟
，𝑧𝑥𝑥 = 𝑓 ′′ 𝑟

𝑥2

𝑟2
+ 𝑓 ′ 𝑟

𝑦2

𝑟3
；

同理 𝑧𝑦𝑦 = 𝑓 ′′ 𝑟
𝑦2

𝑟2
+ 𝑓 ′ 𝑟

𝑥2

𝑟3
， 代入可知 𝑓 ′′ 𝑢 +

𝑓 ′ 𝑢

𝑢
= 0；

2) 方程两边乘 𝑢： 𝑢𝑓 ′ 𝑢
′
= 0，故 𝑢𝑓 ′ 𝑢 = 𝐶1；代入 𝑓 ′ 1 = 1得 𝐶1 = 1，

𝑓 ′ 𝑢 =
1

𝑢
，𝑓 𝑢 = ln 𝑢 + 𝐶2；代入 𝑓 1 = 0得 𝐶2 = 0。故 𝑓 𝑢 = ln 𝑢。
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9 已知函数𝑧 = 𝑓(𝑥 , 𝑦)在(0,0)点连续，且 l im
𝑥→𝑥0
𝑦→𝑦0

𝑓(𝑥,𝑦)−1−2𝑥+3𝑦

𝑥2+𝑦2
=0, 求𝑑𝑧|(0,0) =?

解：由极限式子可得：𝑓(𝑥 , 𝑦) − 1 − 2𝑥 + 3𝑦 = 𝑜(𝜌); 𝜌 = 𝑥 2 + 𝑦 2

又 𝑓(𝑥 , 𝑦)在(0,0)连续，则 𝑓(0,0) = 1 ;

所以上式为：𝑓(𝑥 , 𝑦) − 𝑓(0,0) = 2𝑥 − 3𝑦 + 𝑜(𝜌) ，由此在（0，0)点可微

且由定义：𝑑𝑧|(0,0) = 2𝑑𝑥 − 3𝑑𝑦
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10 已知：
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 1,且当x=0时，z(0 ,y)=siny; 当 y=0时，z(x,0)=cosx, 求 z(x,y)=?

解：(常数变异法、待定系数法）

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 1 两边先对 y求积分，得：

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 𝑦 + 𝝋 𝒙 −−− −(1) ;

由𝑧(𝑥 , 0) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 , 得 𝑧𝑥(𝑥 , 0) = −𝑠𝑖𝑛𝑥 , 所以 𝜑(𝑥) = −𝑠𝑖𝑛𝑥;

代入（1）式后在对𝑥 积分：

𝑧 𝑥 , 𝑦 = ׬ 𝑦 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥𝑦 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑔 𝑦 −−− −(2) ;  

由𝑧(0, 𝑦) = 𝑠𝑖𝑛𝑦 得：𝑔(𝑦) = 𝑠𝑖𝑛𝑦 − 1 ;   

由此得到：𝑧(𝑥 , 𝑦) = 𝑥𝑦 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑦 − 1 .  
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11（本题满分12分）设函数𝑓(𝑥 , 𝑦)可微且满足

𝑑𝑓(𝑥 , 𝑦) = −2𝑥𝑒−𝑦𝑑𝑥 + 𝑒−𝑦(𝑥 2 − 𝑦 − 1)𝑑𝑦, 𝑓(0,0) = 2

求 𝑓(𝑥 , 𝑦)并求 𝑓(𝑥 , 𝑦)的极值

解：由全微分定义：𝑑𝑓(𝑥 , 𝑦） =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦 , 因此有：

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= −2𝑥𝑒−𝑦， (1)

𝜕𝑓

𝜕y
= 𝑒−𝑦(𝑥 2 − 𝑦 − 1) (2)

（1）式 两边对𝑥 积分， ׬
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 = ׬ −2𝑥𝑒−𝑦 得 ;

𝑓(𝑥 , 𝑦) = −𝑥 2𝑒−𝑦 + 𝝋(𝒚) 对此式两边对y求导 ,并由（2）可得：

𝑓(𝑥 , 𝑦) = 𝑥 2𝑒−𝑦 + 𝜑’(𝑦) =
𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝑒−𝑦(𝑥 2 − 𝑦 − 1) ,        则有

𝜑’(𝑦) = 𝑒−𝑦(−𝑦 − 1), 𝜑(𝑦) = 𝑦𝑒−𝑦 + 2𝑒−𝑦 + 𝑐;

则 𝑓(𝑥 , 𝑦) = −𝑥 2𝑒−𝑦 + 𝑦𝑒−𝑦 + 2𝑒−𝑦 + 𝑐, 由 𝑓(0,0) = 2， 得 𝑐 = 0;

满足条件的函数为：f(x, y) = −x 2e−y + ye−y + 2e−y
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12  已知函数 𝑓(𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 𝑦) = 𝑥 2 − 𝑦 2 对任何 x,y 都成立，求
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
+

𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦

解：此类问题要先化简：

令 𝑥 + 𝑦 = 𝑢, 𝑥 − 𝑦 = 𝑣; 得： 𝑥 =
𝑢+𝑣

2
, 𝑦 =

𝑢−𝑣

2
,  

然后求出 𝑓(𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 𝑦) = 𝑓(𝑢 , 𝑣) = (
𝑢+𝑣

2
)2−(

𝑢−𝑣

2
)2= 𝑢𝑣; 也即

𝑓(𝑥 , 𝑦) = 𝑥𝑦, 再求
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
+

𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑥 + 𝑦;
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13 求函数 z = x 2y(1-x-y) 在直线 x+y=3, x 轴，y 轴围成的区域 D上 的最值。

解：先求在D内的驻点：
𝜕z

𝜕x
= xy(2 − 3x − 2y) = 0;

𝜕z

𝜕y
= x 2(1-x-2y) =0; 

可得 D 内的唯一驻点(
1

2
,
1

4
)，z(

1

2
,
1

4
)=

1

64
;  

在D的边界 x=0（0≤y≤3),以及y=0（0≤x≤3)上，都有z(x,y)=0; 

在边界x+y=3上，z(x,y)=2(𝑥 3 − 3𝑥 2) (0≤x≤3); 

令g(x)=2(𝑥 3-3𝑥 2),可得 x=2 为其驻点；

比较g(2)=-8; 比较 D内驻点以及D的边界，可得函数的最大值为
1

64
，最小值为-8.
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14 求在斜边为 a 的一切直角三角形中，有最大周长的直角三角形。

解：设直角三角形两直角边程度分别为 x, y, 则问题变成求

周长：s(x,y) =x+y+𝑎 (0<x,y<a),在约束条件 𝑥 2+𝑦 2= 𝑎2 下的最大值

拉格朗日函数：F(x,y,λ)=x+y+a+λ(𝑥 2 +𝑦 2 −𝑎2) 

𝐹𝑥= 0; 𝐹𝑦 = 0 ;𝐹𝜆 = 0 ;   

得 x=y=
2𝑎

2
，等腰三角形时。s(

2𝑎

2
,
2𝑎

2
)=(1+ 2)a 即为最大值！

注：这是知道最大值存在的实际问题，驻点在区域内部且唯一
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15 抛物面 𝑧 = 𝑥 2 + 𝑦 2 被平面 x+y+z=1截成一椭圆，求原点到这椭圆的最短和最长距离。

解：这里的约束条件是椭圆曲线，由两个方程生成：ቊ
𝑧 − 𝑥 2−𝑦 2= 0

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0

为了求解方便，到原点的距离可以用函数：𝑑 = 𝑥 2 + 𝑦 2+𝑧 2 代替；

可以把两个约束条件化为一个：1 − 𝑥 − 𝑦 −𝑥 2 −𝑦 2 = 0 ,  目标函数化为 𝑑 = 𝑥 2 + 𝑦 2+(1 − x − y)2

拉格朗日条件函数:L(x, y) = 𝑥 2 + 𝑦 2+(1 − x − y)2+𝜆(1 − 𝑥 − 𝑦 −𝑥 2 +𝑦 2);

Lx = 4𝑥 + 2𝑦 − 2 − 𝜆 2𝑥 + 1 = 0，Ly = 4𝑦 + 2𝑥 − 2 = 𝜆 2𝑦 + 1 = 0。

两式相减得 𝑥 − 𝑦 1 − 𝜆 ⋅ 2 = 0。

若 𝜆 = 1：由第一式 𝑥 + 𝑦 =
3

2
，代入约束得 𝑥 2 + 𝑦 2 = −

1

2
，无解；故 𝑥 = 𝑦。

代入约束：2𝑥 2 + 2𝑥 = 1，𝑥 =
−1± 3

2
。𝑥 = 𝑦 =

3−1

2
时 𝑧 = 2 − 3，𝑑2 = 9 − 5 3（最短）；

𝑥 = 𝑦 = −
1+ 3

2
时 𝑧 = 2 + 3，𝑑2 = 9 + 5 3（最长）。
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16 计算：׭𝐷
[|𝑥𝑦| + 𝑠𝑖𝑛( 𝑦 2𝑥)𝑑𝜎 ,  其中 D是由曲线 |x|+|y|=1 围成。

解：由奇偶性，׭𝐷
[|𝑥𝑦|𝑑𝜎 = 4 𝐷1׭

𝑥𝑦 𝑑𝜎 = 4 0׬
1
𝑑𝑥 0׬

1−𝑥
𝑥𝑦𝑑𝑦 =

1

6
;

式子里的正弦函数为奇函数，所以在对称区间积分为 0；
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17 计算 𝐷׭
(𝑥 + 1)2𝑑𝜎, 𝐷 = {(𝑥 , 𝑦)| 𝑥 2+𝑦 2 ≤ 2𝑥 + 2𝑦}

解：׭𝐷
(𝑥 + 1)2𝑑𝜎 = 𝐷׭

(𝑥 2+2𝑥 + 1)𝑑𝜎 ;   

由轮转对称性 𝐷׭
𝑥 2𝑑𝜎 =

1

2
𝐷׭

（𝑥 2 + 𝑦 2）𝑑𝜎 =
1

2
׬
−
𝜋

4

3𝜋

4 𝑑𝜃 0׬
2𝑐𝑜𝑠𝜃+2𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑟 2 𝑟𝑑𝑟 = 3𝜋 ;

𝐷׭
2𝑥𝑑𝜎 =2 𝑥 𝑆 = 2 𝐷׭

𝑑𝜎 = 4𝜋 (形心计算法：𝑥=
𝐷׭ 𝑥𝑑𝜎

𝑆
=1);

或者：׭D
xdσ = 𝐷׭

[(𝑥 − 1) + 1]𝑑𝜎 = 𝐷׭
𝑑𝜎 = 2𝜋 （前一项在 D上是奇函数！）

𝐷׭
𝑑𝜎=2𝜋 {(𝑥 − 1)2+(𝑦 − 1)2≤ 2} ;   所以原式=9𝜋 .
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18 求函数 𝑓(𝑥 , 𝑦) = 𝑥 2 − 3𝑥 + 𝑦 + 1 在平面区域 𝐷 = {(𝑥 , 𝑦)|𝑥 2 + 𝑦 2 ≤ 𝑎2 }上的平均值。

解：平均值 = 
𝐷׭ 𝑓(𝑥,𝑦)𝑑𝜎

𝑆
;    𝑆 = 𝜋𝑎2

𝐷׭
𝑓(𝑥 , 𝑦)𝑑𝜎 = 𝐷׭

(𝑥 2−3𝑥 + 𝑦 + 1)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝐷׭
(𝑥 2+1)𝑑𝑥𝑑𝑦

=
1

2
𝐷׭

(𝑥 2+𝑦 2)𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝐷׭
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1

2
0׬
2𝜋

𝑑𝜃 0׬
𝑎
𝑟 3𝑑𝑟 + 𝜋𝑎2 =

𝜋𝑎4

4
+ 𝜋𝑎2

所以平均值为
𝑎2

4
+ 1 经

纬
数
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19 设 f(x) 在(−∞, +∞)内有连续导数，且

𝑓(𝑡) = 𝑥2+𝑦2≤𝑡2׭
(𝑥 2 + 𝑦 2)𝑓( 𝑥 2 + 𝑦 2)𝑑𝜎 + 𝑡 4 ;  求𝑓(𝑥) ?

解：𝑓(𝑡) = 0׬
2𝜋

𝑑𝜃 0׬
𝑡

(𝑟 2𝑓(𝑟)𝑟𝑑𝑟 = 2𝜋 0׬
t

r 3 f(r)dr +t 4

两边求导：𝑓’(𝑡) = 2𝜋𝑡 3𝑓(𝑡) + 4𝑡 3 （一阶线性微分方程，𝑓(0) = 0 ）；

𝑓(𝑥) =
2

𝜋
(𝑒

𝜋

2
𝑥4

− 1)。 经
纬

数
学

www.jingweimath.com



20 设𝑓(𝑥 , 𝑦)连续函数，且 𝑓(𝑥 , 𝑦) = 𝐷׭
𝑦𝑓(𝑢 , 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 + 𝑥;

其中 D由 𝑦 =
1

𝑥
,  y=2, x=1 围成； 求 𝑓(𝑥 , 𝑦)

解：记 𝐷׭
𝑓(𝑥 , 𝑦)𝑑𝜎=A;  则有 𝑓(𝑥 , 𝑦) = 𝑦𝐴 + 𝑥

两边同时二重积分， A =A 𝐷׭
𝑦𝑑𝜎 + 𝐷׭

𝑥𝑑𝜎 ; 𝐴 =
1

2
𝐴 +

1

4
; 𝐴 =

1

2

可得 𝑓(𝑥 , 𝑦) =
𝑦

2
+𝑥 经

纬
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21 设𝑓(𝑥 , 𝑦)定义在 0 ≤ 𝑥 ≤ 1; 0 ≤ 𝑦 ≤ 1上的连续函数，𝑓(0,0) = 1;

求： l im
𝑥→0+

0׬
𝑥2

𝑑𝑡 𝑥׬
𝑡
𝑓(𝑡 ,𝑢)𝑑𝑢

1−𝑒−𝑥3

解：(交换积分次序） 0׬
𝑥2

𝑑𝑡 𝑥׬
𝑡
𝑓(𝑡 , 𝑢)𝑑𝑢 = − 0׬

𝑥2

𝑑𝑡 ׬ 𝑡

𝑥
𝑓(𝑡 , 𝑢)𝑑𝑢 = − 0׬

𝑥
𝑑𝑢 0׬

𝑢2

𝑓(𝑡 , 𝑢)𝑑𝑡

原式= l im
𝑥→0+

0׬
𝑥
0׬]

𝑢2
𝑓(𝑡 ,𝑢)𝑑𝑡]𝑑𝑢

−𝑥3 = lim
𝑥→0+

0׬
𝑥2

𝑓(𝑡 ,𝑥)𝑑𝑡

−3𝑥2 （利用积分中值定理）

= lim
𝑥→0+

𝑥2𝑓(§,𝑥)

−3𝑥2 = −
1

3
𝑓(0,0) = −

1

3
(0 < § < 𝑥 2)

经
纬

数
学

www.jingweimath.com



22  比较重积分大小：

设 A=׭𝑥2+𝑦2≤1
(𝑥 2 + 𝑦 2)𝑑𝜎 ; B=׭|𝑥|+|𝑦|≤1

(𝑥 2 + 𝑦 2)𝑑𝜎 ;    C=׭|𝑥|+|𝑦|≤1
(2|𝑥𝑦|)𝑑𝜎

解：解析：函数相同比较区域；区域相同比较函数）

A, B的函数相同且都为正，A的积分区域包含了B的，所以 B ≤ A;

B, C的积分区域相同，但是 2|𝑥𝑦| ≤ 𝑥 2 + 𝑦 2； 所以 C ≤ B。
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23 比较积分大小：积分区域为 𝐷 + {(𝑥 , 𝑦)|((𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2≤ 2}

𝐼1= 𝐷׭

𝑥+𝑦

4
𝑑𝜎 ;  𝐼1 = 𝐷׭

𝑥+𝑦

4
𝑑𝜎 ;   𝐼3 = 𝐷׭

3 𝑥+𝑦

4
𝑑𝜎 ;  

解：证明
𝑥+𝑦

4
≤ 1即可；x+y=4 和区域 D （圆）相交于唯一点（切点）（2，2）；

同时 D 与 x+y=0 相交于唯一点（0,0), 所以区域 D介于 x+y=4和 x+y=0之间；

由此在区域 D内 0≤
𝑥+𝑦

4
≤ 1 ，即可得： 𝐼1 ≤ 𝐼2 ≤ 𝐼3。
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24 （交换积分限---常考题目）

设函数 f(x,y)连续，则累次积分：0׬

𝜋

4 𝑑𝜃 0׬
1
𝑟 2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑓(𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 , 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑑𝑟 等于：

A:0׬

2

2 𝑑𝑥 𝑥׬
1−𝑥2

𝑥𝑓(𝑥 , 𝑦)𝑑𝑦; 𝐵: 0׬

2

2 𝑑𝑥 0׬
1−𝑥2

𝑦𝑓(𝑥 , 𝑦)𝑑𝑦;

C: 0׬

2

2 𝑑𝑦 𝑦׬
1−𝑦2

𝑥𝑓(𝑥 , 𝑦)𝑑𝑥; 𝐷: 0׬

2

2 𝑑𝑦 0׬
1−𝑦2

𝑥𝑓(𝑥 , 𝑦)𝑑𝑥;

解：求解这类问题关键是要根据题目确定积分区域 D 是由哪些曲线组成；

并画出积分区域 D 的草图； C 经
纬

数
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25  交换累次积分的次序：0׬
1
𝑑𝑦 ׬ 𝑦

1−𝑦2

𝑓(𝑥 , 𝑦)𝑑𝑥;

解：原式＝0׬
x0 dx 0׬

x2
f(x, y)dy + x0׬

1
dx 0׬

1−x2
f(x, y)dy

x0=
5−1

2

26 化极坐标为直角坐标： 𝜋׬
2

𝜋
𝑑𝜃 0׬

2𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑓(𝜌𝑐𝑜𝑠𝜃 , 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜃)𝜌𝑑𝜌𝑥;

解 原式= 1−׬
0
dx −1׬ 1−x2

1+ 1−x2
f(x, y)dy
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27 已知平面区域 D = {(x, y)|x 2 + y 2 ≤ 4y, x 2 + y 2 ≤ 4x}

计算：׭D
(x − y)2dxdy

解：= 2 0׬

𝜋

4 d𝜃 0׬
4sin𝜃

r2(cos𝜃 − sin𝜃)2rdr = 128 0׬

𝜋

4 sin4𝜃 (cos𝜃 − sin𝜃)2d𝜃

=12𝜋 −
112

3
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28 计算二重积分 𝐷׭
𝑦 d𝜎，其中 𝐷 是由曲线 𝑦 = 𝑥 2 与 𝑦 = 2 − 𝑥 2 所围成的平面区域

解：=1−׬
1
dx 𝑥2׬

2−𝑥2

ydy = 0׬
1
[(2 − 𝑥 2)2−𝑥 4]dx =

8

3

29 求二重积分 𝐼 = 𝐷׭
(1 − 𝑥 2 −𝑦 2 + 𝑥 3𝑠𝑖𝑛2𝑦)𝑑𝜎, 其中 𝐷 为 𝑥 2 + 𝑦 2 = 1的上半圆与

𝑥 2+𝑦 2 = 2𝑦 的下半圆所围成的区域

解：= 0׬

𝜋

6 d𝜃 0׬
2sin𝜃

(1 − r2) rdr + 𝜋׬
6

𝜋

2 d𝜃 0׬
1
(1 − r2) rdr =

3 3

8
.。经
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30 设平面区域 D = {(x, y)|1 ≤ 𝑥 2 +𝑦 2 ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0}

计算 D׭

𝑥 𝑐os( 𝑥2+𝑦2)

x+y
dxdy

解：=
1

2
D׭]

𝑥 𝑐os( 𝑥2+𝑦2)

x+y
dxdy + D׭

y 𝑐os( 𝑥2+𝑦2)

x+y
dxdy] =

1

2
D׭

𝑐os( 𝑥 2+𝑦 2) dxdy

=
1

2
0׬

𝜋

2 d𝜃 1׬
2
cosr rdr = 𝜋(2sin2 + cos2 − sin1 − cos1)

The End
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