
经纬研选（五）·多元微积分（数一） 
题目卷 共 27 题，涵盖多元函数微分学的几何应用、方向导数、三重积分、第

一类/第二类曲线积分、第一类/第二类曲面积分。 

建议先独立完成，再对照详解卷批改。 

第 1 题 

求曲线 {
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 6
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0

 在点 (1, −2,1) 处的切线及法平面。 

第 2 题 

求旋转椭球面 3𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 16 上点 (−1,−2,3) 处的切平面与 𝑥𝑂𝑦 面夹角的余弦。 

第 3 题 

试证曲面 √𝑥 + √𝑦 + √𝑧 = √𝑎 (𝑎 > 0) 上任何点处的切平面在三个坐标轴上的截距之和等

于 𝑎。 

第 4 题 

函数 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2 在点 (0,0) 处沿 (1,0) 方向的方向导数 
∂𝑧

∂𝑙
= 1，证明函数在 (0,0) 的偏导

数 
∂𝑧

∂𝑥
 不存在。 

第 5 题 

函数 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2 在点 (0,0) 处，下面哪个正确？ 

第 6 题 

设 𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

2
(𝑥2 + 𝑦2)，点 𝑃0(1,1)，求：（1）𝑓(𝑥, 𝑦) 在 𝑃0 处增加最快的方向以及沿这

个方向的方向导数；（2）𝑓(𝑥, 𝑦) 在 𝑃0 处变化率为零的方向。 

第 7 题 

计算三重积分 ∭ 𝑥
Ω

 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧，其中 Ω 为三个坐标面以及平面 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 1 所围成的闭

区域。 

第 8 题 

设 Ω 为平面曲线 {𝑦
2 = 2𝑧
𝑥 = 0

 绕 𝑧 轴旋转一周所成的曲面与平面 𝑧 = 2 所围成的区域，求 

∭ (
Ω
𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑉。 
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第 9 题 

计算 𝐼 = ∭
1

√𝑥2+𝑦2+𝑧2Ω
 𝑑𝑉，其中 Ω 由 𝑥2 + 𝑦2 + (𝑧 − 1)2 ≤ 1,  𝑧 ≥ 1,  𝑦 ≥ 0 所确定。 

第 10 题 

计算 ∭ (
Ω
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧)2 𝑑𝑉，其中 Ω 为球体 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑅2。 

第 11 题 

计算半径为 𝑅、中心角为 2𝛼 的圆弧 𝐿 对于其对称轴的转动惯量 𝐼（设线密度 𝜇 = 1）。 

第 12 题 

设曲线 𝐿: {
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0

，求第一类曲线积分 ∫ (𝐿 𝑥 + 𝑦)2𝑑𝑠。 

第 13 题 

计算第二类曲线积分 ∫ sin2𝐿
𝑥 𝑑𝑥 + (𝑥2 − 1)𝑦 𝑑𝑦，其中 𝐿 是曲线 𝑦 = sin𝑥 从点 (0,0) 到 

(𝜋, 0) 的一段。 

第 14 题 

计算 ∫ 2𝐿 𝑥𝑦 𝑑𝑥 + 𝑥2𝑑𝑦，其中 𝐿 为抛物线 𝑦 = 𝑥2 上从 𝑂(0,0) 到 (1,1) 的一段弧。 

第 15 题 

计算 ∮ 𝑥2𝐿
𝑦 𝑑𝑥 − 𝑥𝑦2𝑑𝑦，其中 𝐿 为正向圆周 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2。 

第 16 题 

计算 ∮
𝑥 𝑑𝑦−𝑦 𝑑𝑥

𝑥2+𝑦2𝐿
，其中 𝐿 为分段光滑且不经过原点的连续封闭曲线，𝐿 的方向为逆时针方

向。 

第 17 题 

计算第二类线积分 ∫ 𝑦𝐿 𝑒𝑦
2
𝑑𝑥 + (𝑥𝑒𝑦

2
+ 2𝑥𝑦2𝑒𝑦

2
)𝑑𝑦，其中 𝐿 是曲线 𝑦 = √𝑥

3
 从 𝑂(0,0) 到 

𝐴(1,1) 的一段弧。 

第 18 题 

求解方程 (5𝑥4 + 3𝑥𝑦2 − 𝑦3)𝑑𝑥 + (3𝑥2𝑦 − 3𝑥𝑦2 + 𝑦2)𝑑𝑦 = 0 的通解。 

第 19 题 

设平面曲线 𝐿 是从点 𝑂(0,0) 到点 𝐴(𝜋, 𝜋) 的半圆弧，试求该平面内一质点在变力 𝐹⃗ =

(𝑒𝑥sin𝑦 − 4𝑦)𝑖 + (𝑒𝑥cos𝑦 − 1)𝑗 作用下，沿圆弧 𝐿 从 𝑂 移动到 𝐴 所做的功。 
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第 20 题 

设 𝑓(𝑥) 具有二阶连续导数，𝑓(1) = 𝑓′(1) = 1；且 ∮ [
𝑦2

𝑥
+ 𝑥𝑓 (

𝑦

𝑥
)]

𝐿
𝑑𝑥 + [𝑦 − 𝑥𝑓′ (

𝑦

𝑥
)] 𝑑𝑦 =

0，其中 𝐿 是右半平面 𝑥 > 0 内任一光滑封闭曲线，求 𝑓(𝑥)。 

第 21 题 

计算曲面积分 ∬ 𝑧
Σ
 𝑑𝑥𝑑𝑦，其中 Σ 是球面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1 外侧在 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0 的部分。 

第 22 题 

计算曲面积分 ∬ (
Σ
𝑧2 + 𝑥) 𝑑𝑦𝑑𝑧 − 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦，其中 Σ 是旋转抛物面 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 介于平面 

𝑧 = 0 与 𝑧 = 4 之间的部分的下侧。 

第 23 题 

计算 ∬ (
Σ
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) 𝑑𝑆，其中 Σ 为球面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2𝑧。 

第 24 题 

计算曲线积分 𝐼 = ∮ 𝑦2𝐿
𝑑𝑥 + 𝑧2𝑑𝑦 + 𝑥2𝑑𝑧，其中 𝐿 为曲线 {

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4

𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑥
 (𝑧 ≥ 0)，从 

𝑧 轴正向看取逆时针方向。 

第 25 题 

求八分之一球面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2 (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0) 的边界曲线的质心（设密度为 1）。 

第 26 题 

计算 ∬ (
Σ
𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) 𝑑𝑆，其中 Σ 为圆锥面 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2 被圆柱面 𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑥 所截的

部分。 

第 27 题 

设 Σ 是球面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1 (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0) 的外侧，求曲面积分 ∬ 𝑥
Σ

𝑦𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦。 
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