
2027 考研数学（二）模拟试卷（经纬数学·第七

套）· 详解 

一、选择题 

第 01 题 答案 A 

设 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = sin(𝑥𝑦) + 𝑧2 − 𝑥 − 2𝑧，则 

𝐹𝑥 = 𝑦cos(𝑥𝑦) − 1, 𝐹𝑦 = 𝑥cos(𝑥𝑦), 𝐹𝑧 = 2𝑧 − 2. 

由隐函数求导公式： 

∂𝑧

∂𝑥
= −

𝐹𝑥
𝐹𝑧
= −

𝑦cos(𝑥𝑦) − 1

2𝑧 − 2
,  

∂𝑧

∂𝑦
= −

𝐹𝑦

𝐹𝑧
= −

𝑥cos(𝑥𝑦)

2𝑧 − 2
. 

相加： 

∂𝑧

∂𝑥
+
∂𝑧

∂𝑦
=
1 − (𝑥 + 𝑦)cos(𝑥𝑦)

2(𝑧 − 1)
. 

选 A．B 是分子差一个负号；C 把 cos 换成 sin 且分母错；D 分子多加了 𝑥 + 𝑦cos(𝑥𝑦) 中

的符号． 

第 02 题 答案 A 

𝑓′(𝑥) = 𝑥(𝑥 − 1)𝑒𝑥，故 𝑓′(0) = 0； 𝑓″(𝑥) = (𝑥2 + 𝑥 − 1)𝑒𝑥，故 𝑓″(0) = −1 < 0． 由极

值第二充分条件，𝑥 = 0 是 𝑓(𝑥) 的极大值点．选 A． 另：拐点要求 𝑓″ 在该点变号，

𝑓″(0) = −1 ≠ 0，(0,0) 不是拐点，排除 C；D 与 A 矛盾． 

第 03 题 答案 C 

判定定理（两步走）．设 𝐿[𝑦] = 𝑦″ + 𝑝(𝑥)𝑦′ + 𝑞(𝑥)𝑦，则 𝐿[𝑦𝑖] = 𝑓（𝑖 = 1,2,3）． 

• ① 是不是解：𝐿[∑𝑘𝑖𝑦𝑖] = (∑𝑘𝑖)𝑓，故 ∑𝑘𝑖𝑦𝑖 是原方程的解 ⇔ 系数和 ∑𝑘𝑖 = 1； 

• ② 是不是通解：二阶方程的通解含两个独立常数．记 𝑢 = 𝑦2 − 𝑦1,  𝑣 = 𝑦3 − 𝑦1
（齐次解，由三解线性无关知 𝑢, 𝑣 无关），则 ∑𝑘𝑖𝑦𝑖 = (∑𝑘𝑖)𝑦1 + 𝑘2𝑢 + 𝑘3𝑣．它是

通解 ⇔ 𝑘2, 𝑘3 能随 𝑐1, 𝑐2 独立取遍任意实数． 

逐项检验（列出 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 的系数）： 

选项 𝑘1 𝑘2 𝑘3 系数和 结论 

A −𝑐1 + 1 𝑐1 + 𝑐2 𝑐2 1 + 2𝑐2 随 𝑐2 变，不

是解 

B −𝑐1 + 1 𝑐1 + 𝑐2 + 1 −𝑐2 2 是 𝐿[𝑦] = 2𝑓 

的解，不是
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选项 𝑘1 𝑘2 𝑘3 系数和 结论 

原方程的解 

C −𝑐1 + 1 3⁄  𝑐1 + 𝑐2 −𝑐2 + 2 3⁄  1 是解；𝑘2 =
𝑐1 + 𝑐2,  𝑘3 =
−𝑐2 + 2 3⁄  

由 (
𝑘2
𝑘3
) =

(
1 1
0 −1

) (
𝑐1
𝑐2
) +

(
0
2 3⁄

) 给

出，系数矩

阵可逆，故

可取遍 ℝ2，

是通解 

D −𝑐1 + 1 3⁄  𝑐1 + 𝑐2 −𝑐2 + 1 3⁄  2 3⁄  不是原方程

的解 

选 C． 

方法点睛：这类题不用解微分方程，只看两个数——系数和必须为 1（保证是

解）、系数中要含两个独立参数（保证是通解）．B、D 是典型的”系数和不对”

陷阱（分别是 𝐿[𝑦] = 2𝑓 与 𝐿[𝑦] = 2 3⁄ 𝑓 的解）；A 的系数和里混进了 𝑐2，只

有在 𝑐2 = 0 时才是解，更谈不上通解． 

第 04 题 答案 C 

由 lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= 𝑐 ≠ 0，得 

lim
𝑥→0

𝑓2(𝑥)

𝑔2(𝑥)
= 𝑐2 ≠ 0, 

故 𝑓2(𝑥) 与 𝑔2(𝑥) 同阶，C 必定成立． 

各干扰项均可举反例： - A：取 𝑐 ≠ 1（如 𝑓 = 2𝑔），𝑓 − 𝑔 = 𝑔 与 𝑔 同阶而非高阶，错； 

- B：取 𝑓 = −𝑔 + 𝑔2（𝑐 = −1），则 𝑓 + 𝑔 = 𝑔2 = 𝑜(𝑔)，不是同阶，错； - D：“𝑛 阶无

穷小”必须以 𝑥 为基准，𝑓, 𝑔 未必是 𝑥 的一阶无穷小（如 𝑓 = 𝑥2，𝑔 = 2𝑥2 时 𝑓𝑔 是四

阶），错． 

第 05 题 答案 A 

积分区域由 𝑦 = 𝑥2（下界）与 𝑦 = 2 − 𝑥2（上界）围成，两曲线交于 (−1,1)，(1,1)．改

为 𝑦 型区域需以 𝑦 = 1 分界： 

• 0 ≤ 𝑦 ≤ 1：𝑥 从左支 𝑥 = −√𝑦 到右支 𝑥 = √𝑦（此段区域由 𝑦 = 𝑥2 两侧控制）； 

• 1 ≤ 𝑦 ≤ 2：𝑥 从 𝑥 = −√2 − 𝑦 到 𝑥 = √2 − 𝑦（此段由 𝑦 = 2 − 𝑥2 控制）． 
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故原式 = ∫ 𝑑
1

0
𝑦 ∫ 𝑓√𝑦

−√𝑦
 𝑑𝑥 + ∫ 𝑑

2

1
𝑦 ∫ 𝑓

√2−𝑦

−√2−𝑦
 𝑑𝑥，选 A． （B 的内限混入 𝑦2 与直线；C 两

段上下颠倒；D 忽略了区域的分段且没有奇偶性依据可乘 2．） 

第 06 题 答案 A 

取深度微元 [𝑥, 𝑥 + 𝑑𝑥]（𝑥 为该层水深，0 ≤ 𝑥 ≤ 6），该层水重 𝜌𝑔𝜋𝑅2𝑑𝑥，需提升的高度

为 (6 − 𝑥) + 2 = 8 − 𝑥（m）．故 

𝑊 = ∫ 𝜌
6

0

𝑔𝜋𝑅2(8 − 𝑥) 𝑑𝑥, **选 A**. 

（B 漏掉池口上方 2 m；C 把积分上限错当成提升高度；D 的被积式与区间均不对应微元

关系．） 

第 07 题 答案 B（仅①④） 

本题命题手法对照 2025 年真题第 7 题：四个条件表面上都是”某个极限存在”，实质分

别踩在导数定义的不同门槛上——等价无穷小替换、单侧信息、归结原则（点列 vs 整

体）、极限四则运算．逐条判定： 

① 正确．由 ln(1 + 2𝑥) ∼ 2𝑥（𝑥 → 0，双向等价），且 𝑓(𝑥) − 𝑓(0) → 0（连续性）， 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

ln(1 + 2𝑥)
= 𝐴 存在 ⇒  lim

𝑥→0

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥
= lim

𝑥→0

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

ln(1 + 2𝑥)
⋅
ln(1 + 2𝑥)

𝑥
= 2𝐴, 

即 𝑓′(0) = 2𝐴 存在．（考等价无穷小替换：分母换成同阶量不改变”是否存在”的结

论．） 

② 错误．𝑥2 ≥ 0，条件只含 𝑓 在右侧的信息：令 𝑡 = 𝑥2，则 
𝑓(𝑥2)−𝑓(0)

𝑥
=

𝑓(𝑡)−𝑓(0)

√𝑡
（𝑡 >

0），极限存在只说明 lim
𝑡→0+

𝑓(𝑡)−𝑓(0)

√𝑡
 存在，完全控制不到左侧． 反例：𝑓(𝑥) = |𝑥|（连续，

𝑓(0) = 0），
𝑓(𝑥2)−𝑓(0)

𝑥
=

𝑥2

𝑥
= 𝑥 → 0 存在，但 𝑓 在 𝑥 = 0 不可导．（考”单侧信息不足”

——与真题第 7 题中”③ 
|𝑓(𝑥)|

𝑥
 型条件”同源．） 

③ 错误．条件只沿点列 𝑥𝑛 =
1

𝑛
 成立．由归结原则（海涅定理），“整列极限存在 ⇒ 任意

点列极限存在且相等”，但一个点列的极限存在推不出整体极限存在． 反例：𝑓(𝑥) =

𝑥sin
𝜋

𝑥
（补充定义 𝑓(0) = 0，连续），则 𝑛 [𝑓 (

1

𝑛
) − 𝑓(0)] = sin𝑛𝜋 = 0 存在；但 

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
= sin

𝜋

𝑥
 当 𝑥 → 0 无极限，𝑓′(0) 不存在．（考归结原则的必要不充分性．） 

④ 正确．设该极限为 𝐴，则由极限的四则运算法则： 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥
= lim

𝑥→0
[
𝑓(𝑥) − 𝑓(0) −

𝑥
1 + 𝑥2

𝑥
+

1

1 + 𝑥2
] = 𝐴 + 1, 

存在，即 𝑓′(0) = 𝐴 + 1．（考”收敛 + 收敛 = 收敛”的拆分；对照 2025 真题第 7 题④的

处理思想．） 
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综上，能得出可导的是①④，共 2 个，选 B． 

命题注记（给老板）：2025 真题第 7 题官方答案 B（②④），但严格数学分析

（保号性逼出 lim
|𝑓(𝑥)|

𝑥
= 0）支持四个条件全部成立，是当年著名的争议题，多

家机构评析认为”四个全对”正是其”奇异之美”．本题沿用”四条件判个数”

的骨架与”每个条件各踩一个知识点”的分工（等价无穷小／单双侧／归结原

则／四则拆分），但答案取平凡的”2 个”，四条判定本身无争议． 

第 08 题 答案 A 

𝑨 是实对称矩阵，特征值符号可用准标准形判定． 

|𝜆𝑬 − 𝑨| = (𝜆 + 1)[𝜆2 − (1 + 𝑎)𝜆 + (𝑎 − 𝑏2)]. 

二阶块 (
1 𝑏
𝑏 𝑎

) 的两个特征值 𝜆1,2 满足 

𝜆1 + 𝜆2 = 1 + 𝑎 > 0,  𝜆1𝜆2 = 𝑎 − 𝑏2. 

要二阶块两特征值均正，需且只需 𝑎 − 𝑏2 > 0（此时和、积均正，两根必全正）；再加上

第三个特征值 −1 < 0，恰为”两正一负”． 故 𝑎 > 𝑏2，选 A． （C 多加了 𝑏 ≠ 0 的多余

条件——𝑏 = 0 时 𝑎 > 0 同样成立；B、D 均非充要条件．） 

第 09 题 答案 C 

齐次方程组的解集合就是基础解系的张成空间，即判断选项中哪个向量能由 𝝃1, 𝝃2, 𝝃3 线性

表示． 

方法一（凑组合，最快）．直接观察 

𝝃1 + 𝝃3 = (1 + 1,  1 + 2,  −1 + 2,  1 + 1)T = (2,3,1,2)T, 

恰为选项 C，故 C 是解，选 C． 

方法二（正交补，可逐一排除）．基础解系含 3 个 4 维向量，故解空间维数为 3，𝑟(𝑨) =

4 − 3 = 1，𝑨 的行向量共线．求出与三个 𝝃𝑖 都正交的非零向量 𝜼 = (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑)T： 

{
𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 𝑑 = 0,
2𝑎 + 3𝑏 + 𝑐 = 0,
𝑎 + 2𝑏 + 2𝑐 + 𝑑 = 0,

 

取 𝑎 = 4 解得 𝑏 = −3,  𝑐 = 1,  𝑑 = 0，即 𝜼 = (4,−3,1,0)T．检验 4𝛽1 − 3𝛽2 + 𝛽3： 

选项 计算 结论 

A (1,2, −2,0) 4 − 6 − 2 = −4 不是解 

B (2,1,−1,1) 8 − 3 − 1 = 4 不是解 

C (2,3,1,2) 8 − 9 + 1 = 0 是解 

D (2,1,0,0) 8 − 3 + 0 = 5 不是解 

经
纬

数
学

www.jingweimath.com



方法点睛：解向量必与 𝑨 的行向量正交——这是判别”某向量是不是解”最省

事的办法，尤其当 𝑟(𝑨) 很小时（本题 𝑟 = 1，只需一次点乘）．注意别把基础

解系向量本身当成选项去找，选项通常是它们的组合（本题 C 恰为 𝝃1 + 𝝃3）． 

第 10 题 答案 D（四个命题全部正确） 

① 𝑨𝑩 = 𝑶 ⇒ 𝑩 的列都是 𝑨𝒙 = 𝟎 的解 ⇒ 𝑟(𝑨) + 𝑟(𝑩) ≤ 𝑛 ✓ ② 𝑨 可逆，𝑟(𝑨𝑩) =

𝑟(𝑨−1𝑨𝑩) = 𝑟(𝑩) ✓ ③ 𝑛 = 𝑟(𝑨𝑩) ≤ min{𝑟(𝑨), 𝑟(𝑩)} ≤ 𝑛 ⇒ 𝑟(𝑨) = 𝑟(𝑩) = 𝑛 ✓ ④ 同型

矩阵等价 ⇔ 秩相等，故 𝑨 与 𝑩 等价 ✓ 

四个全对，选 D． > 命题注记：本题与第 7 题呼应 2025 真题”答案全对”的奇异设计—

—第 7 题严格分析下也是四个条件全成立．考生面对”④这么显然也对”时容易怀疑自己，

这是本题的训练价值：判定题按定义逐条验，不预设答案分布． 

二、填空题 

第 11 题 答案 
𝜋

12
 

1

(𝑥2 + 1)(𝑥2 + 4)
=
1

3
(

1

𝑥2 + 1
−

1

𝑥2 + 4
), 

∫
𝑑𝑥

(𝑥2 + 1)(𝑥2 + 4)

+∞

0

=
1

3
(
𝜋

2
−
𝜋

4
) =

𝜋

12
. 

（用 ∫
𝑑𝑥

𝑥2+𝑎2
+∞

0
=

𝜋

2𝑎
．） 

第 12 题 答案 𝑦 = 𝑥 +
1

𝑒
 

𝑥 → +∞ 时 𝑘 = lim
𝑦

𝑥
= 1； 

𝑏 = lim
𝑥→+∞

[𝑥ln (𝑒 +
1

𝑥
) − 𝑥] = lim

𝑥→+∞
𝑥ln (1 +

1

𝑒𝑥
) = lim

𝑥→+∞
𝑥 ⋅

1

𝑒𝑥
=
1

𝑒
. 

（𝑥 → −∞ 同理得同一渐近线；另曲线有垂直渐近线 𝑥 = −
1

𝑒
，但题目只问斜渐近线．） 

第 13 题 答案 ln(1 + √2) 

∑
1

√𝑛2 + 𝑘2

𝑛

𝑘=1

=
1

𝑛
∑

1

√1 + (𝑘/𝑛)2

𝑛

𝑘=1

→ ∫
𝑑𝑥

√1 + 𝑥2

1

0

= [ln (𝑥 + √1 + 𝑥2)]0
1 = ln(1 + √2). 

第 14 题 答案 𝑦 = 2𝑒2𝑥 − 2(𝑥 + 1)𝑒𝑥 

齐次特征方程 (𝑟 − 1)(𝑟 − 2) = 0；𝑒𝑥 对应单根 𝑟 = 1，设 𝑦∗ = 𝐴𝑥𝑒𝑥（𝐴 待定）代入得 

𝐴 = −2． 通解 𝑦 = 𝐶1𝑒
𝑥 + 𝐶2𝑒

2𝑥 − 2𝑥𝑒𝑥．代入 𝑦(0) = 0：𝐶1 + 𝐶2 = 0；𝑦′(0) = 0：𝐶1 +

2𝐶2 − 2 = 0，解得 𝐶2 = 2，𝐶1 = −2． 故 𝑦 = 2𝑒2𝑥 − 2(𝑥 + 1)𝑒𝑥．（已用 sympy 验证满

足方程与初值．） 
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第 15 题 答案 2 

第一步：由规范形读出惯性指数．规范形 𝑦1
2 + 𝑦2

2 说明：秩为 2、正惯性指数 𝑝 = 2、负

惯性指数 𝑞 = 0．即二次型矩阵 𝑨 的特征值为两个正数与一个 0，从而 det𝑨 = 0 且 𝑨 半正

定． 

第二步：写出矩阵并求行列式． 

𝑨 = (
𝑎 1 1
1 𝑎 −1
1 −1 𝑎

) ,  det𝑨 = 𝑎(𝑎2 − 1) − (𝑎 + 1) − (𝑎 + 1) = 𝑎3 − 3𝑎 − 2

= (𝑎 − 2)(𝑎 + 1)2. 

由 det𝑨 = 0 得 𝑎 = 2 或 𝑎 = −1． 

第三步：用惯性指数定夺． 

• 𝑎 = 2：tr𝑨 = 6，二阶主子式之和 = 3 + 3 + 3 = 9，特征多项式 𝜆3 − 6𝜆2 + 9𝜆 =

𝜆(𝜆 − 3)2，特征值为 0,3,3，规范形确为 𝑦1
2 + 𝑦2

2 ✓ 

• 𝑎 = −1：𝑨 = (
−1 1 1
1 −1 −1
1 −1 −1

)，三行共线，𝑟(𝑨) = 1，tr = −3，特征值为 −3,0,0，

规范形为 −𝑦1
2 ✗ 

答案：𝑎 = 2． 

方法点睛：“规范形 → 特征值符号 → det = 0”是这类题的标准入口，但 det = 0 

只是必要条件，必须再验证惯性指数才能排除伪根——本题 𝑎 = −1 就是被这一

步筛掉的（它秩只有 1）． 

第 16 题 答案 16 

𝑨 = 𝜶𝜶𝑇 满足 𝑨2 = (𝜶𝑇𝜶)𝑨，特征值为 𝜶𝑇𝜶 = 6,  0,  0． 

|𝑨 − 2𝑬| = (6 − 2)(0 − 2)(0 − 2) = 16. 

三、解答题 

第 17 题 （𝐼 =
𝜋2

4
） 

由 𝑥 → 𝜋 − 𝑥 换元： 

𝐼 = ∫
(𝜋 − 𝑥)sin𝑥

1 + cos2𝑥

𝜋

0

 𝑑𝑥, 

两式相加： 

2𝐼 = 𝜋∫
sin𝑥

1 + cos2𝑥

𝜋

0

 𝑑𝑥 = 𝜋∫
−𝑑(cos𝑥)

1 + cos2𝑥

𝜋

0

= −𝜋[arctan(cos𝑥)]0
𝜋 = −𝜋 (−

𝜋

4
−
𝜋

4
) =

𝜋2

2
. 
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故 𝐼 =
𝜋2

4
． 

第 18 题 （𝑆 =
4

3
，𝑉 =

8𝜋

3
） 

曲线 𝑦 = 2𝑥 − 𝑥2 与 𝑥 轴交于 𝑥 = 0,2． 

（I） 𝑆 = ∫ (
2

0
2𝑥 − 𝑥2) 𝑑𝑥 = [𝑥2 −

𝑥3

3
]
0

2

= 4 −
8

3
=

4

3
． 

（II） 用柱壳法（竖条绕 𝑦 轴）： 

𝑉 = ∫ 2
2

0

𝜋𝑥 (2𝑥 − 𝑥2) 𝑑𝑥 = 2𝜋∫ (
2

0

2𝑥2 − 𝑥3) 𝑑𝑥 = 2𝜋 [
2𝑥3

3
−
𝑥4

4
]
0

2

= 2𝜋 (
16

3
− 4) =

8𝜋

3
. 

第 19 题 （介值定理 + 两次拉格朗日） 

（I） 令 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑥 − 1，则 𝑔 在 [0,1] 连续，𝑔(0) = −1 < 0，𝑔(1) = 1 > 0．由零

点定理，存在 𝜉 ∈ (0,1) 使 𝑔(𝜉) = 0，即 𝑓(𝜉) = 1 − 𝜉． 

（II） 在 [0, 𝜉] 与 [𝜉, 1] 上分别用拉格朗日中值定理（𝑓 在两段上均满足条件）：存在 

𝜂1 ∈ (0, 𝜉) 与 𝜂2 ∈ (𝜉, 1)，使 

𝑓′(𝜂1) =
𝑓(𝜉) − 𝑓(0)

𝜉 − 0
=
1 − 𝜉

𝜉
,  𝑓′(𝜂2) =

𝑓(1) − 𝑓(𝜉)

1 − 𝜉
=

𝜉

1 − 𝜉
. 

由 𝜉 ∈ (0,1) 知 𝜂1 < 𝜂2（互异），且 

𝑓′(𝜂1)𝑓
′(𝜂2) =

1 − 𝜉

𝜉
⋅

𝜉

1 − 𝜉
= 1.  ◼ 

第 20 题 （最大值 8，最小值 −8） 

内部：解 {
𝑧𝑥 = 3𝑥2 − 3𝑦 = 0

𝑧𝑦 = 3𝑦2 − 3𝑥 = 0
 得驻点 (0,0)，(1,1)． 𝐴 = 𝑧𝑥𝑥 = 6𝑥,  𝐵 = 𝑧𝑥𝑦 = −3,  𝐶 =

𝑧𝑦𝑦 = 6𝑦． - (1,1)：𝐴𝐶 − 𝐵2 = 36 − 9 > 0，𝐴 = 6 > 0，极小值 𝑧(1,1) = −1； - (0,0)：

𝐴𝐶 − 𝐵2 = −9 < 0，非极值，𝑧(0,0) = 0． 

边界（四段，均代入化为一元）： - 𝑥 + 𝑦 = 2（0 ≤ 𝑥 ≤ 2）：𝑧 = 9𝑥2 − 18𝑥 + 8，最大 

𝑧(0) = 𝑧(2) = 8，最小 𝑧(1) = −1； - −𝑥 + 𝑦 = 2（−2 ≤ 𝑥 ≤ 0）：𝑧 = 2𝑥3 + 3𝑥2 + 6𝑥 +

8，𝑧′ > 0 单调增，最大 𝑧(0) = 8，最小 𝑧(−2) = −8（点 (−2,0)）； - 𝑥 − 𝑦 = 2（0 ≤

𝑥 ≤ 2）：𝑧 = 2𝑥3 − 9𝑥2 + 18𝑥 − 8，最大 8（端点 (2,0)），最小 −8； - 𝑥 + 𝑦 = −2

（−2 ≤ 𝑥 ≤ 0）：𝑧 = −3𝑥2 − 6𝑥 − 8，最大 𝑧(−1) = −5，最小 −8（点 (0, −2)）． 

（以上各段最值均已用 sympy 的 maximum/minimum 逐段复核．） 

比较：𝑧max = 8（在 (2,0) 与 (0,2)），𝑧min = −8（在 (−2,0) 与 (0, −2)）． （内部极小

值 −1 不及边界最小值，最大值不在驻点取得——闭区域最值必须内外兼顾．） 
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第 21 题 （𝐼 = 9𝜋） 

极坐标下 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑦 = 𝑟2 − 2𝑟sin𝜃，𝐷: 𝑟 ≤ 2，被积函数含绝对值，以圆 𝑥2 + (𝑦 −

1)2 = 1（即 𝑟 = 2sin𝜃）为分界线． 

θ∈(0,π)（上半平面）：𝑟 < 2sin𝜃 时 𝑟2 − 2𝑟sin𝜃 < 0，取负号；𝑟 > 2sin𝜃 时取正号： 

𝐼1 = ∫ [∫ (
2sin𝜃

0

2𝑟sin𝜃 − 𝑟2) 𝑟 𝑑𝑟 + ∫ (
2

2sin𝜃

𝑟2 − 2𝑟sin𝜃) 𝑟 𝑑𝑟]
𝜋

0

𝑑𝜃. 

内层积分： 

∫ (
2sin𝜃

0

2𝑟sin𝜃 − 𝑟2)𝑟 𝑑𝑟 =
4

3
sin4𝜃, 

∫ (
2

2sin𝜃

𝑟2 − 2𝑟sin𝜃)𝑟 𝑑𝑟 = [
𝑟4

4
−
2sin𝜃

3
𝑟3]

2sin𝜃

2

= 4 −
16

3
sin𝜃 +

4

3
sin4𝜃. 

合并后 θ 向积分： 

𝐼1 = ∫ (4 −
16

3
sin𝜃 +

8

3
sin4𝜃)

𝜋

0

𝑑𝜃 = 4𝜋 −
32

3
+
8

3
⋅
3𝜋

8
= 5𝜋 −

32

3
. 

θ∈(π,2π)（下半平面）：sin𝜃 < 0，𝑟2 − 2𝑟sin𝜃 = 𝑟2 + 2𝑟|sin𝜃| > 0 恒成立，绝对值

直接去掉： 

𝐼2 = ∫ ∫ (
2

0

2𝜋

𝜋

𝑟2 − 2𝑟sin𝜃) 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 = ∫ (4 −
16

3
sin𝜃)

2𝜋

𝜋

𝑑𝜃 = 4𝜋 +
32

3
. 

合计：𝐼 = 𝐼1 + 𝐼2 = 9𝜋． （已用网格数值积分复核：9𝜋 ≈ 28.2743 ✓．易错点：下半平面

误把 sin𝜃 的符号又负一次，会算出 9𝜋 −
64

3
——本卷验算时程序先犯过此错，靠网格复核

抓住．） 

第 22 题 （𝑥 = 2,  𝑦 = −2；𝑷−1𝑨𝑷 = diag(2,2,6)） 

（1）求 𝑥, 𝑦 

由 tr𝑨 = 1 + 4 + 5 = 10，而 𝜆 = 2 是二重特征值，得第三个特征值 𝜆3 = 10 − 2 − 2 = 6，

故特征多项式为 

(𝜆 − 2)2(𝜆 − 6) = 𝜆3 − 10𝜆2 + 28𝜆 − 24. 

关键条件：“有 3 个线性无关的特征向量” =  𝑨 可对角化，于是二重特征值 𝜆 = 2 的几

何重数 = 代数重数 = 2，即 

𝑟(𝑨 − 2𝑬) = 3 − 2 = 1. 

而 

经
纬

数
学

www.jingweimath.com



𝑨 − 2𝑬 = (
−1 −1 1
𝑥 2 𝑦
−3 −3 3

), 

第三行是第一行的 3 倍，故其秩为 1 当且仅当第二行也是第一行的倍数：(𝑥, 2, 𝑦) =

𝑘(−1,−1,1)．由第二个分量 2 = −𝑘 得 𝑘 = −2，于是 

𝑥 = 2,  𝑦 = −2. 

（校验：二阶主子式之和 = (20 + 3𝑦) + 8 + (4 + 𝑥) = 32 + 𝑥 + 3𝑦 = 28，与特征多项式

系数一致 ✓） 

（2）求 𝑷 

此时 𝑨 = (
1 −1 1
2 4 −2
−3 −3 5

)． 

• 𝜆 = 2：(𝑨 − 2𝑬)𝑿 = 𝟎 即 −𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 = 0，取两组无关解 

𝜶1 = (1,0,1)T,  𝜶2 = (0,1,1)T. 

• 𝜆 = 6：𝑨 − 6𝑬 = (
−5 −1 1
2 −2 −2
−3 −3 −1

)，解得 𝜶3 = (1,−2,3)T． （校验：𝑨𝜶3 = (1 +

2 + 3,  2 − 8 − 6,  −3 + 6 + 15)T = (6,−12,18)T = 6𝜶3 ✓） 

取 

𝑷 = (𝜶1, 𝜶2, 𝜶3) = (
1 0 1
0 1 −2
1 1 3

) ,  det𝑷 = 4 ≠ 0, 

则 

𝑷−1𝑨𝑷 = (
2 0 0
0 2 0
0 0 6

). 

易错点：只用 det𝑨 = 24（或二阶主子式之和 = 28）只能得到一个方程 𝑥 +

3𝑦 = −4，两个未知数解不出来——“有 3 个线性无关特征向量”这个条件不是

摆设，它等价于 𝑟(𝑨 − 2𝑬) = 1，这才是定解的关键．若漏掉它，就会卡在 𝑥 +

3𝑦 = −4 上无从下手． 
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